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1. The amorphous track model 

Many amorphous track models assume that the radial dose has a 1/r2 dependency in the penumbra region (Elsässer et 

al. N. J. Phys. 10, 075005). For example, the dose used in the Local Effect Model (LEM) is   
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⎪
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, 

where  is a normalization constant, equal to,   

𝜆 ൌ
1

𝜋𝜌ሾ1 ൅ 2log ሺ𝑟௠௔௫/𝑟௠௜௡ሻሿ
. 

Furthermore,  𝑟௠௜௡   = 0.0003 μm. The maximum radius  𝑟௠௔௫  is determined by the electrons with the highest energy. It 

is given as  𝑟௠௔௫ ൌ 0.062 ൈ 𝐸ଵ.଻, where  𝑟௠௔௫  is in μm, and  𝐸  is the energy in MeV/n. The density  𝜌  = 1 g/cm3 = 10‐15 

kg/μm3. Since the distances are given in μm, and the  𝐿𝐸𝑇  is usually given in units of keV/μm, the energy should be 

converted  to  J  to  get  the  dose  in  Gy.  Therefore,  the  calculated  result  should  be  multiplied  by  𝑓 ௞௘௏ → ௃ ൌ

 1,000 ൈ  1.6 ൈ  10ିଵଽ ൌ 1.6 ൈ  10ିଵ଺ ሺ𝐽/𝑘𝑒𝑉ሻ. 

To ensure that the dose is properly calculated, the LEM track model was compared to the radial dose for a carbon ion, 

290 MeV/n, calculated by RITRACKS. Results are shown in Figure 7a of the main article. 

 

2. Calculation of the energy deposited in the sphere by one track 

We would  like  to  calculate  the  energy  deposited  in  a  spherical  volume  entirely  located  in  the  penumbra. This  is 

illustrated in Figure Supp.1. 
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Figure S1. 3D view of an ion track and a spherical target. 

The center of the track is located at  ሺ𝑥଴,𝑦଴ሻ, outside the sphere, and assumed to be parallel to the Z axis.  𝑅  is the target 

radius. For any point  ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ  in the target, we have, 

𝐷௦௣௛௘௥௘  ൌ
1

𝑉௦௣௛௘௥௘
න න න 𝑓ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ 𝑟 d𝑧d𝑟d𝜃

ඥோమି௥మ

ିඥோమି௥మ

ோ

଴
,

ଶగ

଴
 

where  𝑓ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ  is the dose at point  ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ. In the case of a radial dose and assuming the track is oriented along the Z 

axis, for any coordinate  𝑧  we have, 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑑ሻ ൌ
𝐷଴
𝑑ଶ

ൌ
𝐷଴

ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻଶ ൅ ሺ𝑦 െ 𝑦଴ሻଶ
, 

with  𝐷଴ ൌ  𝜆𝐿𝐸𝑇   in  the  LEM  framework. As  illustrated  in  Figure  Supp.2,  𝑑   is  the  distance  between  the  track  of 

coordinates  ሺ𝑥଴,𝑦଴ሻ  in the plan XY and the point  ሺ𝑥, 𝑦ሻ.  𝑅௣ ൌ √𝑅ଶ െ 𝑧ଶ  is the radius of the target in the given plane. 
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Figure S2. View of the plan XY of an ion track and a spherical target. 

Using cylindrical coordinates  𝑥 ൌ 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃,  𝑦 ൌ 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃,  𝑥଴ ൌ 𝑟଴𝑐𝑜𝑠𝜃଴,  𝑦଴ ൌ 𝑟଴𝑠𝑖𝑛𝜃଴, we get 

𝑓ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ ൌ
𝐷଴

ሺ𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 െ 𝑟଴𝑐𝑜𝑠𝜃଴ሻଶ ൅ ሺ𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 െ 𝑟଴𝑠𝑖𝑛𝜃଴ሻଶ
, 

which simplifies to   

𝑓ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ ൌ
𝐷଴

𝑟ଶ ൅ 𝑟଴
ଶ െ 2𝑟𝑟଴cos ሺ𝜃 െ 𝜃଴ሻ

. 

Since the problem is symmetric, we chose  𝜃଴ ൌ 0  to further simplify. Hence, the integral to evaluate is 

𝐷௦௣௛௘௥௘  ൌ
1

𝑉௦௣௛௘௥௘
න න න

𝐷଴
𝑟ଶ ൅ 𝑟଴

ଶ െ 2𝑟𝑟଴cos𝜃
 𝑟 d𝑧d𝑟d𝜃

ඥோమି௥మ

ିඥோమି௥మ

ோ

଴
.

ଶగ

଴
 

Integrating over  𝑧, we find, 

𝐷௦௣௛௘௥௘  ൌ
2𝐷଴

𝑉௦௣௛௘௥௘
න න

𝑟 √𝑅ଶ െ 𝑟ଶ

𝑟ଶ ൅ 𝑟଴
ଶ െ 2𝑟𝑟଴cos𝜃

 d𝑟d𝜃
ோ

଴

ଶగ

଴
. 

                                       ൌ
2𝐷଴

𝑉௦௣௛௘௥௘
න 𝑟 ඥ𝑅ଶ െ 𝑟ଶ න

1
𝑟ଶ ൅ 𝑟଴

ଶ െ 2𝑟𝑟଴cos𝜃
 d𝜃d𝑟

ଶగ

଴
.

ோ

଴
 

Using the Mathematica© software, we have: 

න
d𝜃

𝑟଴
ଶ ൅ 𝑟ଶ െ 2𝑟𝑟଴𝑐𝑜𝑠𝜃

 
ଶగ

଴
ൌ

2𝜋
𝑟଴
ଶ െ 𝑟ଶ

. 

Therefore,   

𝐷௦௣௛௘௥௘  ൌ
4𝜋𝐷଴
𝑉௦௣௛௘௥௘

න
𝑟 √𝑅ଶ െ 𝑟ଶ

𝑟଴
ଶ െ 𝑟ଶ

 d𝑟
ோ

଴
. 

This can also be integrated analytically: 
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𝐷௦௣௛௘௥௘ ൌ
4𝜋𝐷଴
𝑉௦௣௛௘௥௘

ቊ𝑅 െ ට𝑟଴
ଶ െ 𝑅ଶsinିଵ ൬

𝑅
𝑟଴
൰ቋ. 

Replacing  𝑉௦௣௛௘௥௘ ൌ 4𝜋𝑅ଷ/3  and  𝐷଴ ൌ  𝜆𝐿𝐸𝑇, we have,   

𝐷௦௣௛௘௥௘ሺ𝐺𝑦ሻ ൌ
3 ൈ 𝑓 ௞௘௏→௃ 𝜆𝐿𝐸𝑇

𝑅ଷ
ቊ𝑅 െ ට𝑟଴

ଶ െ 𝑅ଶsinିଵ ൬
𝑅
𝑟଴
൰ቋ, 

where  𝑟଴  and  𝑅  are in m, LET is in keV/m,  𝜆  is in m3/kg, and  𝑓 ௞௘௏ → ௃ ൌ 1.6 ൈ  10ିଵ଺ 𝐽/𝑘𝑒𝑉. Or equivalently 

𝐷௦௣௛௘௥௘ሺ𝐺𝑦ሻ ൌ
3 ൈ 𝑓 ௞௘௏→௃ 𝐿𝐸𝑇

𝑅ଷ𝜋𝜌ሾ1 ൅ 2log ሺ𝑟௠௔௫/𝑟௠௜௡ሻሿ
ቊ𝑅 െ ට𝑟଴

ଶ െ 𝑅ଶsinିଵ ൬
𝑅
𝑟଴
൰ቋ. 

Calculations of  the dose  to sphere as a  function of  the  impact parameters comparing  the  results of stochastic  track 

calculations by RITRACKS and the last equation are shown in Figure 7b of the main article. 

 

3. Calculation of dose to the target from a uniform track field 

Now  that  the  contribution  of  one  track  has  been  calculated, we  assume  that  the  radiation  tracks  are  uniformly 

distributed around the target.   

 

Figure S3. Dose to target by multiple tracks. 

We now need to calculate the contribution of all tracks surrounding the target. Assuming a fluence of tracks  𝜙, the 

number of tracks between  𝑟଴  and  𝑟଴ ൅ d𝑟଴  (with  𝑟଴ ൐ 𝑅) is (Figure Supp.3): 

ሾ𝜋ሺ𝑟଴ ൅ 𝑑𝑟଴ሻଶ െ 𝜋𝑟଴ଶሿ𝜙 ൌ 𝜙2𝜋𝑟଴d𝑟଴. 

The dose deposited by tracks between  𝑟଴  and  𝑟଴ ൅ d𝑟଴  (in Gy) is the number of tracks multiplied by the dose per track, 

that is: 

𝜙2𝜋𝑟଴d𝑟଴𝐷௦௣௛௘௥௘ሺ𝑟଴ሻ ൌ 𝜙2𝜋𝑟଴d𝑟଴
4𝐷଴𝜋
𝑉௦௣௛௘௥௘

ቊ𝑅 െ ට𝑟଴
ଶ െ 𝑅ଶ𝑠𝑖𝑛ିଵ ൬

𝑅
𝑟଴
൰ቋ. 

To calculate the contribution from tracks up to  𝑟௠, where  𝑅 ൏ 𝑟௠ ൏ 𝑟௠௔௫, we integrate the latter: 

𝐷୧୬ୢ ൌ න 𝜙2𝜋𝑟଴𝐷௦௣௛௘௥௘ሺ𝑟଴ሻd𝑟଴
௥೘

ோ
ൌ
𝜙8𝜋ଶ𝐷଴
𝑉௦௣௛௘௥௘

න 𝑟଴ ቊ𝑅 െ ට𝑟଴
ଶ െ 𝑅ଶ𝑠𝑖𝑛ିଵ ൬

𝑅
𝑟଴
൰ቋd𝑟଴

௥೘

ோ
. 

Using the Mathematica© software, we obtained an analytical result, 
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𝐷୧୬ୢ ൌ  
𝜙8𝜋ଶ𝐷଴
3𝑉௦௣௛௘௥௘

൜𝑅ሺ𝑟௠ଶ െ 𝑅ଶሻ ൅ 𝑅ଷ logሺ𝑟௠/𝑅ሻ െ ሺ𝑟௠ଶ െ 𝑅ଶሻ
ଷ
ଶ𝑠𝑖𝑛ିଵ ൬

𝑅
𝑟௠
൰ൠ. 

Let now consider the factor before the parenthesis. By the LEM,   

𝐷଴ሺ𝐺𝑦ሻ ൌ ሺ𝜇𝑚ଷ/𝑘𝑔ሻ 𝐿𝐸𝑇 ሺ𝑘𝑒𝑉/𝜇𝑚ሻ 𝑓 ௞௘௏→௃ ሺ𝐽/𝑘𝑒𝑉ሻ. 

Besides, the dose  𝐷ሺ𝐺𝑦ሻ  is related to the fluence and 𝐿𝐸𝑇  as follows: 

𝐷ሺ𝐺𝑦ሻ ൌ
𝜙ሺ𝜇𝑚ିଶሻ𝐿𝐸𝑇 ሺ𝑘𝑒𝑉/𝜇𝑚ሻ𝑓 ௞௘௏→௃ ሺ𝐽/𝑘𝑒𝑉ሻ

𝜌ሺ𝑘𝑔/𝜇𝑚ଷሻ
. 

So that  𝜙𝐷଴ ൌ 𝐷ሺ𝐺𝑦ሻ ሺ𝜇𝑚ଷ/𝑘𝑔ሻ 𝜌ሺ𝑘𝑔/𝜇𝑚ଷሻ. Therefore, 

8 𝜋ଶ𝜙𝐷଴
3𝑉௦௣௛௘௥௘

ൌ
8𝜋ଶ𝜙𝐷଴

3ሺ4/3𝜋𝑅ଷሻ
ൌ

2𝜋 𝜙𝐷଴
𝑅ଷ

ൌ
2𝜋 𝐷 𝜌
𝑅ଷ

. 

So we get the final result 

𝐷୧୬ୢ ൌ  
2𝜋𝐷𝜌
𝑅ଷ

൜𝑅ሺ𝑟௠ଶ െ 𝑅ଶሻ ൅ 𝑅ଷ logሺ𝑟௠/𝑅ሻ െ ሺ𝑟௠ଶ െ 𝑅ଶሻ
ଷ
ଶ𝑠𝑖𝑛ିଵ ൬

𝑅
𝑟௠
൰ൠ. 

Or, using the definition of : 

𝐷୧୬ୢ ൌ  
2𝐷

𝑅ଷሾ1൅ 2log ሺ𝑟௠௔௫/𝑟௠௜௡ሻሿ
൜𝑅ሺ𝑟௠ଶ െ 𝑅ଶሻ ൅ 𝑅ଷ logሺ𝑟௠/𝑅ሻ െ ሺ𝑟௠ଶ െ 𝑅ଶሻ

ଷ
ଶ𝑠𝑖𝑛ିଵ ൬

𝑅
𝑟௠
൰ൠ. 

Figure  7c of  the main  article  shows  comparison with  the  simulation  results. One  can note  that  the  contribution  is 

proportional to the dose  𝐷, but not to the LET of the tracks. 


